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КОАЛЕСЦЕНЦИЯ КАК АСИМПТОТИЧЕСКАЯ СТАДИЯ ПРОЦЕССА ВНУТРЕННЕГО 
ОКИСЛЕНИЯ 
Изучена асимптотическая стадия процесса внутреннего окисления – коалесценция в пластинах бинарных сплавов. Показано, что стадии 
коалесценции Лифшица-Слёзова предшествует достаточно длительная стадия замедленного роста частиц, которая обусловлена потоком 
легирующего элемента из пластины во внешнюю среду. 
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КОАЛЕСЦЕНЦІЯ ЯК АСИМПТОТИЧНА СТАДІЯ ПРОЦЕСУ ВНУТРІШНЬОГО ОКИСЛЕННЯ 
Вивчено асимптотичну стадію процесу внутрішнього окислення – коалесценцію в пластинах бінарних сплавів. Показано, що стадії 
коалесценції Ліфшиця-Сльозова передує досить тривала стадія уповільненого зростання частинок, яка обумовлена потоком легуючого 
елемента з пластини в зовнішнє середовище. 
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COALESCENCE AS ASYMPTOTIC STAGE OF INTERNAL OXIDATION PROCESS 
The asymptotic stage of the process of internal oxidation – coalescence of binary alloys in the plates is explored. It is shown that the coalescence stage 
of Lifshitz-Slyozov theory is preceded by a long step of decreasing the particle growth rate, which is caused by the flow of the alloying element from 
the plate to the external environment. 
Key words: binary alloys, internal oxidation, coalescence theory of Lifshitz-Slyozov. 
Введение. В предыдущих работах авторов [1 – 3] проведено экспериментальное и теоретическое иссле-
дование процесса внутреннего окисления в бинарных сплавах. Построена физическая и математическая модели 
процесса и выполнено моделирование всех стадий процесса от зарождения, роста и до коалесценции частиц 
окислов. Особый интерес представляет асимптотическая стадия процесса – коалесценция, которая для внут-
реннего окисления имеет ряд особенностей, и формирует, в конечном итоге, долговременные характеристики 
внутреннеокисленных сплавов, из которых наибольший интерес представляют жаропрочность, жаростойкость и 
износостойкость. Это определяет актуальность исследования асимптотической стадии процесса внутреннего 
окисления, так как её недостаточная изученность как в теоретическом, так и в экспериментальном отношении в 
определённой мере сдерживает и практическое использование процессов типа внутреннего окисления. 
 
Анализ последних исследований. Рассмотрим кинетику изменения R  при больших временах процесса 
внутреннего окисления пластины. Литературные данные по этому вопросу противоречивы. Так имеется ряд 
экспериментальных работ, в которых подтверждается предсказываемый теорией Лифшица – Слёзова [4] куби-
ческий закон роста среднего радиуса со временем [5 – 7], Вместе с тем, есть многочисленные работы [8 – 10], 
указывающие на существование кинетических законов nR kt= , где показатель степени n  имеет значения от 1,7 
до 9. В исследованиях, где определена кинетика роста R  более быстрая, чем кубическая, по-видимому, 
изучалась ранняя стадия процесса, связанная с образованием и диффузионным ростом частиц за счёт вещества 
пересыщенного твёрдого раствора. Гораздо большие трудности встречает объяснение результатов, где получена 
кинетика роста R  более медленная, чем кубическая. Предложенные для объяснения кинетических законов 
роста частиц с 3n >  механизмы коалесценции, контролируемой не объёмной диффузией, а диффузией по 
границам зёрен, блоков и дислокационным трубкам [11], часто не спасают положения, так как получаемая в 
этих работах кинетика с 4 5n = −  не в состоянии объяснить экспериментально измеренные кинетики с 5n > . 
 
Постановка задачи. Исследовать особенности стадии коалесценции в процессе внутреннего окисления в 
отличие от асимптотической стадии распада пересыщенных твёрдых растворов. Провести сравнение теорети-
ческих результатов, результатов моделирования и эксперимента. 
 
Основная часть. Моделирование процесса внутреннего окисления на примере пластины бинарного сплава 
[2] позволило объяснить кинетику изменения ( )R t . Из рис. 1 видно, что после стадии бурного образования и 
роста частиц с кинетикой, "характеризующейся" показателем 2n ≤ , следует стадия медленного роста, которая 
затем сменяется коалесценцией частиц ( )3n = . 
На рис. 1, а прямой линией отмечен участок, соответствующий кубическому закону роста R (касательная к 
правому хвосту кривой). На рис. 1, б показан момент перегиба кривой lg lgR t− , то есть переход от более мед-
ленной кинетики к более быстрой. 
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Рис. 1 – Моделирование кинетики роста R  частиц на асимптотической стадии процесса внутреннего окисления пластины 
бинарного сплава: а – прямой линией отмечен участок, соответствующий кубическому закону роста R ; 
б – момент перегиба кривой lg lgR t− . 
 
 
 
Медленная стадия процесса, на которой происхо-
дит практически полная стабилизация среднего ради-
уса частиц, не имеет места при распаде пересыщенных 
твёрдых растворов в изолированной системе. Экспе-
риментально эта стадия наблюдается при внутреннем 
окислении сплава 1%Ni Cr−  (рис. 2).  
О том, что на асимптотической стадии имеет мес-
то процесс коалесценции, свидетельствует и вид кри-
вых функций распределения на рис. 3. 
Видно, что с увеличением продолжительности 
процесса правый конец функции распределения стре-
мится к точке с абсциссой / 1,5kR R =  как это и сле-
дует из теории Лифшица – Слезова. У функции рас-
пределения, полученной моделированием процесса 
внутреннего  окисления  пластины  бинарного сплава, 
 
Рис. 2 – Кинетика изменения R  в центре пластины сплава 
1%Ni Cr−  при внутреннем окислении. 
 
 
 
все же имеется небольшой "хвост", выходящий за 
координату / 1,5kR R = . Это обстоятельство отмеча-
лось в работе [4] и связано с определенным приближе-
нием аналитической теории коалесценции. 
Покажем, что в системе с пересыщенным твёр-
дым раствором и растущими частицами второй фазы 
стадия стабилизации среднего радиуса связана с нали-
чием диффузионного потока легирующего элемента к 
поверхностям пластины, на которых пересыщение 
равно нулю. В случае малого объёма частиц и боль-
ших временах процесса, когда весь объем сплава явля-
ется двухфазным, уравнения диффузии в твёрдом рас-
творе могут быть записаны следующим образом: 
2 2
1 1 2
11 12 12 2
фф VD D C
t tx x
∂∂∆ ∂ ∆ ∂ ∆
= + −
∂ ∂∂ ∂
;             (1) 
2
2 2
22
ф
Ф
V
D C
t x t
∂∂∆ ∂ ∆
= −
∂ ∂ ∂
;                   (2) 
Рис. 3 – Кинетика изменения функции распределения на 
асимптотической стадии процесса внутреннего окисления 
пластины бинарного сплава. 
 
( ) ( ) ( ) ( )00, , 0;   , 0i i i it l t x x∆ = ∆ = ∆ = ∆ ,                                                       (3) 
где ( ) ( ), ,   1, 2pi i iC x t C i∆ = = =  – пересыщение твёрдого раствора по i − му компоненту. 
С помощью метода разделения переменных получим решение (2) с условиями (3): 
( ) ( ) ( )( )22 2 2 2
1 0
, exp exp sin
t
m
m m m
m
db mx t a t t d x
d l
π
λ λ τ τ
τ
∞
=
 
∆ = − − − − 
  
∑ ∫ .                               (4) 
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2 2 2 2m 22 2 22
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2 2 msin ;  sin ;  D ;  sin
l
l l
Ф Ф
m m Ф ф m
m
m m ma xdx b C V xdx C V b dx
l l l l l
π π π π
λ
∞
=
 = ∆ = = = 
 
∑∫ ∫ .          (5) 
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Преобразуя свёртку в правой части (4), учитывая малые изменения объёма частиц во времени: 
( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )2 2 2 2 2 2 2
0 0
exp 0 exp exp
t t
m
m m im m m m m
db
t d b t b t b t d
d
λ τ τ λ λ τ λ τ τ
τ
− − = − − − − − =∫ ∫  
( )
2 2
2 2 2 2
22 2
2 22 20 0
1 1 1 1 expm m m m m
m mm m
db d b db db
t
dt dt dt dt
λ
λ λλ λ
 
 = − + − − + − +
 
 
   
( )( ) ( )2 2 22 22
2 22 0 0
1 1 1exp exp
t n
m m m
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t d t
dt dtd
λ τ τ λ
λ λλ τ
+ − − ≈ − −∫  
и замечая, что, согласно (5), 2 2
1
sin фФm
m
Vdb m C
dt l t
π∞
=
=
∂∑ , имеем: 
( )2 22 2 2
221 2 0 00
1 exp sin
x xФ
m Ф
m m
m m
db C Vma t x dxdx
dt l D t
π
λ
λ
∞
=
   ∂  ∆ ≅ + − +   ∂   
∑ ∫ ∫ .                                (6) 
Далее, подставляя это решение в (1) и пользуясь теми же приёмами, что и для получения выражения (6), 
имеем 
( )21 11 1 1 1 2
111 1 2 0 00
1 exp sin
x xф ф
m Ф
m m mф
m m
C Cdb Vma pa t x p dxdx
dt l D tC
π
λ
λ
∞
=
  ∂ ∆ ≅ − + − + ∆ +
  ∂ 
∑ ∫ ∫ .                   (7) 
где 
2
12
1 11
11
;    m
Dm
λ D p
l D
π = = 
 
. 
На асимптотической стадии процесса ( )t →∞  (6) и (7) преобразуются к следующему виду (с учётом 
2 1m mλ λ<< ): 
( )21 22 21 21
2221 0 00
1 exp sin
x xф
ФCdb Vma t x dxdx
dt l D t
π
λ
λ
∂
∆ ≅ + − +
∂∫ ∫ ;                                       (8) 
1
1 2
11 0 0
x xф
Ф
t
C Vp dxdx
D t→∞
∂
∆ ≅ ∆ +
∂∫ ∫ .                                                             (9) 
С помощью (8) и (9) определим меру пересыщения ( ),L x t , которая, как показано в [3], записывается 
следующим образом: 
( ) 1 2 1 21 2 1 2
2, ln ln p p
r k
ML x t a a a a
R TR
ω ω ω ω γ
ρ
= − = .                                                    (10) 
Здесь 1ω  и 2ω  стехиометрические коэффициенты растущего соединения, соответственно, для компонентов 
1 и 2; T  – температура, rR  – газовая постоянная, γ – коэффициент поверхностного натяжения, M  – молекуляр-
ный вес соединения, ρ  – его плотность; ia  и ( 1, 2)ipa =  – соответственно, текущая и равновесная термодинами-
ческие активности i − го компонента в твёрдом растворе. 
Используя разложение Вагнера: ( ) ( )1 1 11 1 12 2 2 2 21 1 22 2exp ;   expa c C C a c C Cε ε ε ε= + = +  получаем из (10) для 
случая малого отклонения iC  от ipC  (что соответствует асимптотической стадии процесса): 
( ) ( ) ( ) ( )1 1` 1 2 2` 2 1 1 2 11 1 2 21 1 1, ;p p p p pL x t C C C C C C cγ γ γ ω ω ε ω ε= − + − = + + ; 
( )1 2 2 22 2 1 12 2 2p p pC C Cγ ω ω ε ω ε= + + .                                                       (11) 
Подстановка в (11) выражений (8) и (9) и последующее дифференцирование по x  даёт  
( )
22
1 2 212 exp sin
L V t x
t l lx
π π
β β λ
∂ ∂  = − − ∂∂  
,                                                     (12) 
где  
( ) ( )2 22 1 211 1 2 1 2 1 2 21
22 11 21 02
1;  
ф ф
ф
C CD dbp p a
D D dtC
β γ γ γ β γ γ
γ
   
= + + = + +   
    
. 
Первое слагаемое в первой части (12) характеризует уменьшение пересыщения за счёт наличия внутренних 
стоков (частицы второй фазы), а второе – внешних (поверхности пластины 0x =  и x l= ). Из (12) также видно, 
что оба эти слагаемые имеют разные знаки. Если мощность внутренних стоков больше, чем внешних, то 
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2 2 0L x∂ ∂ > , в противном случае 2 2 0L x∂ ∂ < . Поскольку на поверхностях пластины ( ) ( )0, , 0L t L l t= =  и, в 
соответствии с этим 
2
2 0
L
x
∂
≤
∂
, то есть существует максимальная мощность внутренних стоков, при которой 
вторая производная меры пересыщения равна нулю. Исходя из этого, находим из (12): 
( )
2
2
21
1
exp sinmV t x
t l l
βπ π
λ
β
∂  = − ∂  
;   ( )( )2 21
1 22
1 sin 1 expmV x tD l
β π
λ
β
= − − .                           (13) 
Из (13) следует, что при больших временах зависимость ( )mV t  и, соответственно, ( )R t  (при N const= ) 
являются слабыми функциями времени, которые могут быть описаны выражениями типа nR kt=  лишь весьма 
приближённо. При такой аппроксимации показатель степени n  будет определяться величиной mdV dt  –  чем 
меньше mdV dt , тем больше n . 
Анализ выражения (13) также показывает, что максимальная скорость роста суммарного объёма фазы 
зависит от величины диагонального коэффициента диффузии легирующего элемента 22D , толщины пластины l 
и удалённости сечения х, в котором рассматривается процесс, от поверхности пластины: mdV dt  возрастает с 
уменьшением 22D  и увеличением l  и x . При m
VV
t t
∂∂
<
∂ ∂
, ( )V t  является ещё более слабой временной 
функцией, чем (13), но сделанные выводы качественно остаются верными и для этих случаев. Это 
подтверждается результатами численного моделирования. 
Таким образом, присутствие в системе с пересыщенным твёрдым раствором и растущими частицами 
второй фазы свободных поверхностей, на которых пересыщение равно нулю, обуславливает наличие 
диффузионного потока вещества из пластины во внешнюю среду. Этот поток отнимает у растущих частиц часть 
вещества из твёрдого раствора, вследствие чего и замедляется кинетика их роста. Эффект нивелируется по мере 
уменьшения градиента пересыщения по сечению пластины. При этом система становится все более замкнутой: 
вещество растворяющихся мелких частиц поступает через твёрдый раствор на рост крупных (отсутствуют 
"потери" за счёт диффузии вещества из твёрдого раствора во внешнюю среду), то есть всё полнее реализуется 
процесс коалесценции, описываемый теорией Лифшица – Слёзова. 
 
Таблица 1 – Экспериментальные данные внутреннего окисления пластины бинарного сплава 1%Ni Cr−  
 
/x l  
R , мкм 2 мкм10
час
R
t
∆
⋅
∆
 48
30
R
R
 
30t = ч 30t = ч 
0,10 0,55 0,76 1,17 1,40 
0,25 0,74 0,84 0,55 1,13 
0,50 0,83 0,87 0,22 1,05 
0,50
0,10
R
R
 1,51 1,14 – – 
 
Кубический закон роста ( )R t , полученный по теории Лифшица – Слёзова, достигается при внутреннем 
окислении пластины со стороны значений 3n > , в то время как при распаде пересыщенного твёрдого раствора 
этот закон достигается со стороны значений 3n < . В этом состоит главная особенность асимптотической стадии 
процесса внутреннего окисления тонких пластин по сравнению с распадом пересыщенного твёрдого раствора в 
изолированной системе. 
Во многих случаях, как представляется, экспериментальное обнаружение кинетики роста R  с 3n >  может 
быть следствием того, что исследуемые системы находились ещё на медленной стадии неустановившейся 
коалесценции и кубический закон роста R  мог быть найден на более поздней стадии процесса. С другой 
стороны, анализ экспериментальных работ [6 – 10] показывает, что далеко не всегда утверждение о кубическом 
законе роста R  следует из приводимых экспериментальных данных. 
Вторая отличительная особенность процесса коалесценции при внутреннем окислении пластин состоит в 
том, что этот процесс индивидуален для каждого сечения диффузионной зоны. Каждое сечение зоны 
внутреннего окисления можно представить как отдельную систему, "степень замкнутости" которой зависит от 
величины градиентов пересыщения по отношению к соседним сечениям. В каждом сечении протекают все 
стадии формирования двухфазной структуры: зарождение, рост и коалесценция частиц второй фазы; начало 
каждой стадии для соседних сечений сдвинуто по времени и этот сдвиг тем больше, чем дальше 
рассматриваемые сечения от центра поверхности (чем ближе к центру пластины). Изучая кинетику изменения 
параметров структуры двухфазной области, необходимо фиксировать сечение зоны внутреннего окисления, в 
котором производятся измерения, так как различные сечения зоны внутреннего окисления в одно и то же время 
могут находиться на различных стадиях эволюции структуры двухфазной области: зарождения, роста и 
коалесценции. 
Процесс диффузионного перераспределения компонентов между сечениями пластины приводит в 
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конечном итоге к выравниванию R  в различных сечениях. Экспериментальные данные о распределении R  в 
различных сечениях внутреннеокисленного сплава 1%Ni Cr−  и кинетике изменения распределения ( )R x  
показывают тенденцию к выравниванию R  по сечению пластины. 
Из табл. 1, построенной по экспериментальным данным внутреннего окисления пластины бинарного сплава 
1%Ni Cr− , видно, что скорость роста R  значительно выше в приповерхностных сечениях пластины, чем в 
центральном сечении. Нижняя строка таблицы иллюстрирует выравнивание R : отношение средних размеров 
частиц в центральном и приповерхностном сечениях пластины уменьшается со временем и приближается к 
единице. Различие R  в разных сечениях зоны внутреннего окисления при больших временах обуславливает и 
различие в пересыщении твёрдого раствора в этих сечениях. В соответствии с законом Гиббса – Томсона в 
сечении с меньшим R  пересыщение твёрдого раствора выше, чем в сечении с большим R . При моделировании 
это хорошо прослеживается на этой стадии процесса, когда kR R= . 
Как следует из экспериментальных данных по внутреннему окислению сплавов [1, 2], при больших 
временах окисления объем фазы в центральном сечении пластины асимптотически приближается к некоторой 
постоянной величине. Здесь существенно то обстоятельство, что асимптотическое приближение к постоянному 
объёму фазы происходит сверху, со стороны больших значений объёма фазы. Это свидетельствует о том, что 
переход к процессу установившейся коалесценции связан с некоторым подрастворением частиц второй фазы. 
Аналогичный эффект наблюдается и при моделировании процесса внутреннего окисления. На рис. 4, 5 
экспериментальные результаты и результаты моделирования представлены в координатах 1 1фV R− . Видно, 
что асимптотической стадии предшествует стадия, которая может быть аппроксимирована линейной 
зависимостью 1 1фV R− . Затем на обеих кривых имеется минимум и асимптотическое приближение к 
постоянному значению 1 фV . Физической причиной этого явления также является незамкнутость системы по 
легирующему элементу в процессе внутреннего окисления. 
 
 
 
Рис. 4 – Моделирование зависимости 1 фV  от 1 R  на 
асимптотической стадии процесса внутреннего окисления. 
Рис. 5 – Зависимость 1 фV  от 1 R  в центральном сечении 
пластины сплава 1%Ni Cr− ; 500мкм, 1150l T C= =  . 
 
Выводы. При рассмотрении асимптотической стадии внутреннего окисления пластин обнаружено, что 
стадии коалесценции, хорошо описываемой в рамках теории Лифшица-Слёзова, предшествует достаточно 
длительная стадия замедленного роста частиц, которая не имеет места при распаде пересыщенных твёрдых 
растворов в изолированных системах. Показано, что замедленный рост частиц обусловлен наличием потока 
легирующего элемента из пластины во внешнюю среду, причём скорость роста частиц понижается с 
увеличением коэффициента диффузии легирующего элемента и уменьшением толщины пластины. 
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УДК 532.516 
С. В. АЛЕКСЕЕНКО 
РАСЧЕТ КОНВЕКТИВНОГО ТЕПЛООБМЕНА В ЗАДАЧАХ ОБ ОБЛЕДЕНЕНИИ 
АЭРОДИНАМИЧЕСКИХ ПОВЕРХНОСТЕЙ 
Рассмотрена методика расчета конвективного теплообмена обледеневающей поверхности с набегающим потоком в задачах об обледенении 
летательных аппаратов на основе решения осредненных по Рейнольдсу уравнений Навье – Стокса и однопараметрической дифференциаль-
ной модели турбулентности Spalart-Allmaras с коррекцией для шероховатой стенки. Выполнено сравнение результатов расчетов, получен-
ных с помощью предложенной методики и с помощью корреляционных соотношений. Показана возможность применения предложенного 
подхода к вычислению коэффициента конвективного теплообмена в задачах об обледенении в трехмерной постановке. 
Ключевые слова: обледенение летательных аппаратов, численное моделирование, шероховатость поверхности, модель турбулентно-
сти, конвективный теплообмен. 
С. В. АЛЕКСЄЄНКО 
РОЗРАХУНОК КОНВЕКТИВНОГО ТЕПЛООБМІНУ В ЗАДАЧАХ ПРО ЗЛЕДЕНІННЯ 
АЕРОДИНАМІЧНИХ ПОВЕРХОНЬ 
Розглянуто методику розрахунку конвективного теплообміну поверхні, яка обмерзає, з потоком, що набігає, в задачах про зледеніння літа-
льних апаратів на основі розв’язання усереднених за Рейнольдсом рівнянь Навʼє – Стокса і однопараметричної диференціальної моделі тур-
булентності Spalart-Allmaras з корекцією для шорсткою стінки. Виконано порівняння результатів розрахунків, отриманих за допомогою за-
пропонованої методики і за допомогою кореляційних співвідношень. Показана можливість застосування запропонованого підходу до обчис-
лення коефіцієнта конвективного теплообміну в задачах про зледеніння в тривимірній постановці. 
Ключові слова: зледеніння літальних апаратів, чисельне моделювання, шорсткість поверхні, модель турбулентності, конвективний 
теплообмін. 
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